Kijelenteslogika, itéletkalkulus

Kijelentés, itélet: olyan kijelentd mondat, amelyrdl egyértelmilen eldonthetd, hogy igaz vagy

hamis
Logikai értékek: igaz, hamis

Sziirke I: 52-53, 61-62, 88, 95

Logikai miiveletek

1. Negacio

—A : hamis, ha A igaz ésigaz, ha A hamis
‘|| = héS ﬁh = |

—(=A)= A

Allitas

Tagadasa

A 2 péros szam. (igaz)

A 2 nem paros szam. (hamis)

Az 5 nagyobb, mint 7. (hamis)

Az 5 nem nagyobb, mint 7. (igaz)

Minden négyzet téglalap. (igaz)

Van olyan négyzet, amely nem téglalap.

(hamis)

Minden primszam paratlan. (hamis) Van olyan primszim, amely nem paratlan.
(igaz)

Van olyan paralelogramma, amely rombusz. | Nincs olyan  paralelogramma, amely

(igaz)

rombusz. VAGY Egyik paralelogramma sem
rombusz. VAGY Minden paralelogramma
nem rombusz. (hamis)

Van olyan természetes szam, amely nem

Minden természetes szam egész. (igaz)

egész. (hamis)

Van olyan haromszog, amely szabalyos. | Nincs olyan haromszog, amely szabalyos.

(igaz) VAGY Minden haromszog nem szabalyos.
(hamis)

Nincs olyan fliggvény, amely pdratlan. | Van olyan fliggvény, amely paratlan. (igaz)

(hamis)

Nincs olyan szam, amely nem prim. (hamis)

Van olyan szam, amely nem prim.

Ha egy négyszog téglalap, akkor rombusz
(hamis)

~Ha egy négyszog téglalap, akkor nem
biztos, hogy rombusz.”” Pontosabban: Van
olyan téglalap, amely nem rombusz. (igaz)

Ha egy szam 0-ra végzddik, akkor paros.
(igaz)

»Ha egy szam 0-ra végzddik, akkor nem
biztos, hogy paros.” Pontosabban: Van olyan
szam, amely O-ra végzodik, de nem paros.
(hamis)

Ha egy szam paéros,
(hamis)

akkor nem egész.

,Ha egy szam paros, akkor még lehet egész.”
Pontosabban: Van olyan paros szam, amely
egész. (igaz)




Ha egy négyszog nem trapéz, akkor nem

»Ha egy négyszog nem trapéz, akkor még

rombusz. (igaz) lehet rombusz.” Pontosabban: Van olyan
négyszog, amely nem trapéz ¢és rombusz
(hamis)
A 1A
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Ha egy tétel igaz, akkor tagadasa hamis, és forditva.
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2. Konjunkci6o (és)

A A B : pontosan akkor igaz, ha A és B is igaz, kiilonben hamis.

AA-A=h,AAA=i,AAi=A,Arh=nh

AAB=BAA,AA(BAC)=(AAB)AC =AABAC

A allitas B allitas A.B

Béla fia (IGAZ) Az ég kék (IGAZ) Béla fia és az ég kék (IGAZ)

Béla fii (IGAZ) Az ég nem kék (HAMIS) Béla fih és az ég nem kék
(HAMIS)

Béla nem fu (HAMIS) Az ég kék (IGA2Z) Béla nem fi és az ég kék
(HAMIS)

Béla nem fu (HAMIS) Az ég nem kék (HAMIS) Béla nem fii és az ég nem
kék (HAMIS)
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3. Diszjunkcié (vagy)

A v B : pontosan akkor hamis, ha A és B is hamis, kiilonben igaz.
Av-A=i,AvA=AAvi=i,Avh=A

AvB=BvA,Av(BvC)=(AvB)vC=AvBvC

A allitas B allitas Av B
Béla fin (IGAZ) Az ég kék (IGA2Z) Béla fih vagy az ég kék
(IGAZ)
Béla fia (IGAZ) Az ég nem kék (HAMIS) Béla fid vagy az ég nem kék
(IGAZ)
Béla nem fin (HAMIS) Az ég kék (igaz) Béla nem fiu vagy az ég kék
(IGAZ)
Béla nem fu (HAMIS) Az ég nem kék (HAMIS) Béla nem fii vagy az ég nem
kék (HAMIS)
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A logkai ,vagy” kiilonbozik a hétkdznapokban hasznalatos ,,vagy” kotdszotol, ahol kizard
értelemben hasznaljuk. Példdul: Ennék egy pacalt vagy egy szalontiidot. Ezt ugy értjiik, hogy
a kettd kozil valamelyiket, de nem mindkettét.. A logikdban ezzel szemben akkor is igaznak
tekintjiik, ha mindkettét elfogyasztjuk.

TK12: 21/7

A konjunkciora ¢és a diszjunkcidéra vonatkozd kozos azonossagok:

Disztributivitas:

de Morgan-féle azonossdagok:

—~(AAB)=-Av B

TK12: 22/8-9
Sziirke 1./96-97, 101, 103




4. Implikacio (,,maga utan vonja™)
A = B : pontosan akkor hamis, ha A igaz ¢s B hamis, egyébként igaz.
Pl

Ha egy szam oszthato nyolccal, akkor ez a szam oszthatd néggyel. (igaz)

Ha egy szam oszthato nyolccal, akkor ez a szam nem oszthatd néggyel. (hamis, az el6z6
allitas tagadasa)

Ha egy szam nem oszthatdo nyolccal, akkor ez a szam oszthatdo néggyel. (lehet igaz, pl a 12
esetén)

Ha egy szam nem oszthaté nyolccal, akkor ez a szam nem oszthatdé néggyel. (lehet igaz, pl a 6
esetén)

VAGY

Ha igaz, hogy: Ha megkapom az 6sztondijam, akkor elviszem Julit moziba;

Ebben az esetben az az 4llitas, hogy

Ha megkapom az 6sztondijam, akkor nem viszem el Julit moziba — hamis;

Ha nem kapom meg az 6sztondfjam, akkor elviszem Julit moziba ¢€s a

Ha nem kapom meg az Osztondijam, akkor nem viszem el Julit mozba allitdsok egyikérol
sem tudjuk, hogy igaz-e.

A matematikai logika az utobbi mindkét allitast igaznak tekinti.

A= B=-AvB

Az implikaci6 miivelete:

-nem kommutativ, azaz egy tétel megforditisa nem mindig igaz
- nem asszociativ
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Elegendo feltételek:

Egy allitasbol csak akkor kovetkezik egy masik, ha az el6z0 annak elegendd feltétele. Ez a
feltétel lehet sziikséges ¢€s nem sziikséges is.

PL Ha egy szam oszthat6 4-gyel (N), akkor oszthatdé 2-vel is (K). Ez elegendd feltétel, tehat az
allitas igaz. De nem szikséges, hiszen a 2-vel vald oszthatosdghoz nem szikséges, hogy
oszthato legyen 4-gyel (pl. a 6 nem oszthatd 4-gyel, mégis oszthatdo 2-vel).

K

Tehat N elegendd, de nem szikséges feltétele K-nak. N = K ,de kK 3& N

Ha egy négyszog rombusz (R), akkor deltoid is (D). Igaz, mert clegendd a feltétel. A feltétel
azonban nem szikséges, hiszen ahhoz hogy egy négyszog deltoid legyen nem szikséges
rombusznak lennie.

Tehat R elegendd, de nem szikséges feltétele D-nek. R = D,de D # R

Ha egy négyszog oldalai és szogei is egyenldk (E), akkor az négyzet (N).
A feltétel elegendd, és szikséges is.

N E

és E= N,ésN = E igy
E< N

Ha egy szam oszthatd 2-vel és 3-mal (K), akkor oszthato 6-tal is (H).
Ez is szilkséges ¢és elegendd feltétel K = H,ésH = Kigy K < H .

Altalanosan: ha A elegendd feltétele B-nek, akkor akkor A = B .



Sziikséges feltételek:

Az Onmagiban szikséges feltételbdl még nem kovetkezk egy allitds, hiszen ahhoz
elegenddnek is kell lennie.

Ha egy haromszognek van 60°-os szoge (H), akkor az szabalyos (S). Ez szikséges, de nem
elegendd feltétel, igy hamis a kovetkeztetés. H 3& S ,habar s = H .

H

Ha egy fliggvény periodikus (P), akkor az a sinus fliggvény (S). Ez szintén sziikséges, de nem
elegendd feltétel, igy hamis a kovetkeztetés. P 4» S ,habir s = P.

P

Ha egy haromszog minden oldala egyenld6 (O), akkor minden szoge is egyenld (S). Ez
szilkséges ¢€s elegendd feltétel, igy igaz az allitas

S @)

€s 0= S,ésS= 0,1igy
O« S

A fentiek alapjan latszik, hogy a sziikséges feltétel mindig kovetkezik. Az elegendé azonban
csak akkor, ha sziikséges is.

Tehat: ha B sziikséges feltétele A-nak, akkor akkor A = B.

Kovetkeztetési szabalyok:

(A= B)A A)= B (modus ponens )
((Av B)A =A)= B (modus tollendo ponens )
(=B = —A)A A)= B (indirekt )



Az indirekt bizonyitas:

a) altalaban tételek megforditasanak igazolasara (pl Pithagorasz tétele, Thalész tétele,
hurnégyszogek ¢€s érmtonégyszogek tétele)

b) A= B-t szeretnénk igazolni. Indirekt feltevés: A igaz, de B nem, azaz A~ —B . Ha
errdl bebizonyosodik, hogy hamis, azaz A A —B = h, akkor ennek tagadasa igaz, tehat
—~(AA—=B)=i. A de Morgan-féle azonossag és az implikaci6 masik felirasa alapjan:
—~(AA-B)=—-AvB=A= B. Tehat ha —(AA—-B)=i, akkor A= B =i is teljesii,
vagyis az eredeti allitas igaz.

C) —B = —A,akkor A= B

Kovetkeztetési hibak:

(A= BAB)= A
(A= BA-A)=> —B

5. Ekvivalencia ("akkor és csakis akkor", "sziikséges ¢s elegendd")

A < B :pontosan akkor igaz, ha A és B logikai értéke megegyezik, egyébként hamis.
Ae B=(A= B)A(B= A)
A A=i, A i=A, A h=-A

A= B B= A Ae B=(A= B)A(B= A)
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Tételek megfordithatosdga.
Egy tételt akkor neveziink megfordithatonak, ha a tétel €s megforditasa is igaz.

Vagyils A= B=1é B= A=1,igy A= B=1, tehat A é B egymasbol kovetkeznek,
vagyis egyenértéki, ekvivalens allitasok.

A és B csak akkor megfordithatok, ha egymasnak sziikséges és elegendd feltételei. Hiszen, ha
Aelegendd feltétele B-nek, akkor A = B, és ha A szikséges feltétele B-nek, akkor B = A.

Masképpen mindegyik allitds elegendd feltétele a masiknak. De szikséges is, hiszen
kovetkezik a masikbol, ez pedig azt jelenti, hogy mindig teljesii, ha a masik teljesiil.

PL Ha egy négyszog szogei és oldalai is egyenlok, akkor ez elegendd feltétel ahhoz, hogy
négyzet legyen. De szikséges is, hiszen ha nem lenne igaz, hogy szogei és oldalai is
egyenlok, akkor nem lenne négyzet.

Egy masik megfogalmazas: A akkor és csak akkor igaz, ha B is igaz. Ez azt jelenti, hogy ha
A igaz, akkor B is igaz (A = B), de csak akkor ha A igaz, és semmilyen mas esetben. Ez azt
jelenti, hogy B teljesiilése esetén A-nak is teljesiilnie kell, vagyis B = A.




és

A= B,ésB= A,igy A= B.

Az ekvivalencia kommutativ és asszociativ.

TK12: 26-27/1-5

Sziirke 1./68, 70-80, 82, 94, 98, 104, 108-109
Sziirke II: 2983-2985

Sarga 1/158-160, 179-190



