GRAFOK
ALAPFOGALMAK
Grafnak nevezziik pontoknak és €leknek a halmazat, ahol az élek pontokat kotnek Ossze,
illetve az ¢lekre pontok illeszkednek ugy, hogy minden élre legalabb egy, legfeljebb két pont

illeszkedik.

Megtorténhet, hogy ugyanazt aP, Q pontot két vagy tobb ¢él koti Ossze, akkor
ezeket parhuzamos (vagy tobbszoros) éleknek nevezziik.

Ha egy ¢élre egy pont illeszkedik, azaz egy ¢l végpontja azonos, akkor azt az
¢lt hurokélnek nevezziik.

Ha egy grafban nincsenek parhuzamos élek ¢€s nincs hurokél, akkor azt egyszerii
grafnak nevezziik.

Ha egy grafnak mindegyik pontjabdl pontosan egy-egy ¢l vezet a graf 6sszes tobbi pontjahoz,
akkor azt teljes grafnak nevezzik.

A graf egy pontjaba Osszefuto ¢lek szamat a pont fokszamanak(réviden fokanak) nevezzik.

Utnak nevezziik a graf egymashoz csatlakozé éleinek olyan sorat, amely egyetlen ponton sem
megy at egynél tobbszor.

Vonalnak nevezziik a graf egymashoz csatlakozo éleinek olyan sorat, amelyben egyetlen él
sem szerepel egynél tobbszor.

Kornek nevezziik a kezdOpontjaba visszavezetd utat, azaz olyan ¢élsorozatot, amely
kezddpontjaba tér vissza, és benne minden pont €s minden €l csak egyszer szerepel.

Osszefiiggének neveziink egy grafot, ha barmely pontjabol barmely pontjaba eljuthatunk
valamilyen Uton.

Euler-vonalnak neveziink a grafban egy vonalat, amely a graf minden élén athalad. Az
Euler-vonal lehet nyitott, ha a kezdépontja nem egyezik meg a pontjaval, vagy lehet zart, ha

a kezdépontja megegyezik a végpontjaval.

Fa: kdrmentes 0sszefliggd graf



Néhany egyszerii és alapveto tétel a grafokkal kapcsolatban:

1. tétel: Minden grafban a fokszamok osszege az élek szamanak kétszeresével egyenlo,
tehat paros szam.

Bizonyitas: mivel minden €l két pontot kot dssze, ezért a fokszdmok 0sszege valoban az élek
szamanak kétszeresével egyenlo.

2. tétel: Minden egyszerii grafban a paratlan foku pontok szima paros.

Bizonyitas: : mivel a pontok fokszdmanak Osszege egyenld az élek szamanak kétszeresével,
ezért ez a szam paros. Ha ebbdl az 6sszegbdl levonjuk a paros foka pontok fokszdm Osszegét,
a kiilonbség tovabbra is paros lesz. De ez a kiilonbség éppen a paratlan foku pontok fokszam
osszegével egyenld. Ezzel belattuk az allitast.

3. tétel: Az n-pontu teljes graf éleinek szama n*(n-1)/2.

Bizonyitas: Vegyiik a graf egy tetszOleges pontjat. Ebbdl n-1 darab ¢l indul ki, mivel a graf
teljes. Mivel a grafnak n pontja van, ezért elsd6 megkdozelitésben n*(n-1) ¢l adodik. De ebben a
meggondolasban minden ¢€lt pontosan kétszer vesziink szdmitdsba, igy valojdban az n-ponta
teljes graf ¢leinek a szama: n*(n-1)/2.

4. tétel: Ha egy grafban minden pont foka legalabb 2, akkor a grafban van kor.

Bizonyitas: Induljunk el a szoéban forgo graf egy tetszdleges pontjabdl €s haladjunk a graf
¢lein. Mivel minden pont foka legalabb kettd, igy barmelyik 0j pontba jutva, még be nem jart
¢len haladhatunk tovabb. Csak akkor akadhatunk meg, ha mar érintett pontba jutunk. Ekkor
azonban a graf egy korét is bejartuk. Ezzel belattuk az allitast.

5. tétel: Ha egy n-ponti grafnak legalabb n éle van, akkor van a grafban kor.

Bizonyitas: az allitast n-re vonatkoz¢ teljes indukcioval bizonyitjuk. Az 4llitas n=1-re nyilvan
igaz. Tegyiik fel, hogy valamely n>= 1-re minden n-pontu és legalabb n-¢éli grafban van kor.
Belatjuk, hogy akkor minden n+1-ponta és legalabb n+1-¢lii grafban is van kor. Legyen G
egy n+l-pontu graf, amelynek legalabb n+1 ¢éle van. Ha G-nek van elséfokll pontja, akkor
toroljiikk ezt a pontot, a hozza tartozo éllel egyiitt. Az igy kapott grafnak n pontja van és
legalabb n éle, igy az indukcios feltevés szerint tartalmaz kort. Ezt a kort viszont G is
tartalmazza. Ha G-nek nincsen els6foku pontja, akkor minden pontjanak foka legalabb 2, igy
a 4. tétel szerint van benne kor. Ezzel az allitast belattuk.

Tétel: Egy Osszefliggd grafnak akkor és csak akkor van Euler-vonala, ha a graf minden
pontjanak a fokszdma paros szam.



Tétel: Ha egy 0Osszefliggd grafban minden pont fokszama paros, akkor a grafban van zart
Euler-vonal.

Tétel: Ha egy 0Osszefliggd grafban két pont fokszama paratlan, tobbi pont fokszama paros,
akkor a grafban van nyitott Euler-vonal.

Tétel: Az n csucsu fagrafnak n — 1 éle van.

Tétel: Ha n pontu grafban barmely pont fokszama legalabb g, akkor a graf egyetlen pontb6l

kiindulva bejarhato igy, hogy ugyanoda érkeziink vissza (van Hamilton-kore).
Euler-tétele: e+2 =c + |.

Egy bolygon 1 kiilonallo medence van, csak az egyikben van viz. El akarjuk &rasztani a
bolygét vizzel. Hany ¢élt kell felrobbantanunk? 1 — 1 (eggyel kevesebbet elegend6
felrobbantani, mint a medencék szama). Hany marad? ¢ — 1 (az Osszefiiggd fagrafnak eggyel
kevesebb éle van, mint a csicsok szama).

FELADATOK

1. Rajzolj olyan 6tpontu grafot, melyben minden pont fokszama kiilonb6zo!

2. Egy hat fos tarsasag tagjai talalkozaskor kezet fognak. Mutassuk meg, hogy biztosan van
két olyan ember, aki ugyanannyi emberrel fogott kezet.

3. Egy n f0s tarsasag tagjai talalkozaskor kezet fognak. Mutassuk meg, hogy biztosan van
két olyan ember, aki ugyanannyi emberrel fogott kezet.

4. [Egy hattagl tarsasagban mindenki a tarsasdgnak pontosan harom tagjaval fogott kezet.
Hany kézfogasra keriilt sor? Abrazold graffal!

5. Vivobajnoksagon mindenki mindenkivel jatszik. Nincs dontetlen. Sorba lehet-e allitani a
jatékosokat aszerint, hogy minden jatékos el6tt olyan alljon, aki 6t megverte? (lgen.
Bizonyitas teljes indukcioval)

6. Egy sakkversenyen 6 jatékos kormérkdzést jatszik. Bizonyitsuk be, hogy a verseny
barmely pillanatdban van harom olyan versenyzd, akik jatszottak egymassal (mindegyik
mindegyikkel) vagy harom olyan versenyzd, akik koziil semelyik kettdé nem jatszott
egymassal! (Barmelyik versenyzd legalabb harommal jatszott vagy legalabb harommal nem.
Ha ezek koziil valamelyik ketté 0ssze van kotve, akkor készen vagyunk. Ha semelyik kettd
nincs Osszekotve, akkor 6k a keresett harmas.)

7. Két iskola didkjai sakkversenyt rendeznek. Mindenki mindenkivel jatszik, és mindenki
paros szami mérkdzést. Mutassuk meg, hogy ekkor a paros szdmu azon mérkézések szama is,
melyeket kiilonbozd iskolak didkjai jatszottak egymassal!



8. Egy feliigyeld és 12 gyanusitott vesz részt egy kihallgatdson. Mindenkinek 6 ismerdse
van. Az egyik gyanusitott megjeloli egy papiron 1évé névsoron az ismerdseit, és tovabbadja
egyikiiknek a névsort. Lehet-e a végén olyan valaki, akit senki sem jelolt meg? (Nem, mert
két embert kivalasztva dsszesen 12 ismer6siik van, de rajtuk kiviil csak 10 ember van. gy van
legalabb 2 k6zos ismerdsiik. Ez barmely két gyanusitottra igaz.)

9. Egy n f0s sakkversenyen legfeljebb hany gydzelem sziilethet?



